PCF

[Plotkin 1977}

~ une version reduite
de Caml,
Haskell,
etc.



Types

® |angage type:

o,T,... = 1nt

O —T



Syntaxe

Variables z., v, 2., ..., de chaque type T
Constantes entieres n, type int
Application uv, de type 7 si u:6—1, v.¢
Letrec f(x)=u in v :A (f.6—7, x:6, U:T, V:A)
utv,—u de type 1nt si u,v de type int

if uU=0thenvelsew:t,siu:int,v,w:t



Sem. denotationnelle

lint|=7, [o = 7] = [[o] — [7]]
[z:]p = plz-)
[7]p = n
[uvl p = [[u] p([v] p)
[Letrec for(2,) =uinv] = [v] (p|four — [rec foor(z,) =u]p])
lrec foor(zs) =ullp = lfp(Ffa_m%,u)

ou Iy (p) =V €lo] = [u] (plfomsr = ¢, 25 = V]))
([ulp+vlp siulp# L [vlp# L

\ 1 sinon

[“u]p = [ —[ulp siulp#L
A \ 1 sinon

(([v]p siulp=0

[w] p si [u]p# 1,0

1 si [u]l p= 1

N\

lutv] p =

/\

_/\\

[ifu=0thenvelsew]|p =

\



Bonne definition

Prop. Pour toute e:T, [e] : Env = [T]
est bien definie, et Scott-continue.

Preuve: par recurrence sur la structure de e

On doit montrer la bonne definition et la
Scott-continuité en meme temps, pour
pouvoir appliquer lfp (boucles while).

Necessite aussi de montrer lfp : [ X2 X]2 X
Scott-continue!



Les fonctions

® ... sont codees comme de vraies fonctions,
en semantique déenotationnelle.

® En semantique opérationnelle, on veut les
coder comme des structures concretes
(pointeur vers du code?)

® |a difference n’apparaissait pas avec Imp

(langage d’ordre |: pas de fonction comme
valeur).



Une idee naturelle

® P-valeurs=entiers | fonctions rec fo-1(xg)=u

® Quel est le probleme avec les regles ci-dessous!?

Eru=recf, y,(z,)=v FEFov=0p

E|fsr = rec foyr(xs) =02, = p|l-u =

Etruv=7p

E[fo—rr — rec fa—rr(xa) — ’LL]

(App)

V=0D

E \-letrec foyr(Ts) =uinv =p



| es clotures

® Une cloture est un couple formé d’une
fonction et d’un environnement local a la
fonction.

Etru= (rec fosr(zs) =u,E')Y ErFv=p
E/[fa—yr — <reC fa—rr(xa) = u/, El)axa — p] =u' = pf

A
Etruv=7p (4

E[fo—w — (recfo_w(xa) = U, E>] Fv=p

EF letrec f,(z,) =uinv=1p



P-valeurs,
env.syntaxiques

clotures
~ F Env/

- n o int - (rec four(@o) =W, E) 10 = T
sin € Z si u est une expression de type T,
et fv(u) N {foor, 25} C dom E

o ... FopLiT,

=Ty F P, Ty, Pp] Env

ou fv(u) = variables libres de u
® || va falloir definir les valeurs de ces p-valeurs...

® [n]=n OK, mais
]:<reC f()'—»T(X()')=U, E>]]=7




Sem. a grands pas

(en appel par valeur)

(Var)

Et 2, = E(x,) (Cst)

six, € dom E L=n=mn

EFu= (recf, s;(z,)=u,F) EFv=Dp
E'fomsr = (rec fosr(25) = U, '), 25 = pl| F U/ = pf

App
EFuv=79p (4pp)
E[fa—m' = <I‘€C fa—w(aja) — U, E>] = = P
E F letrec fo,(v,) =uinv=p
ErFu=n El—ving(_i_) Ebu=n |
EFutv=n (—)

ol N = ni + no EF—-u= —n

EFru=n EFrFrw=p

EFu=0 Erov=p

. _ (ify)
: (ifo) ErFifu=0thenvelsew =p
EFifu=0thenvelsew =p sin 0



P-valeurs,
env.syntaxiques

clotures
~ F Env/

- n o int - (rec four(@o) =W, E) 10 = T
sin € Z si u est une expression de type T,
et fv(u) N {foor, 25} C dom E

o ... FopLiT,

=Ty F P, Ty, Pp] Env

ou fv(u) = variables libres de u
® || va falloir definir les valeurs de ces p-valeurs...

® [n]=n OK, mais
]:<reC f()'—»T(X()')=U, E>]]=7




Correction

e Defn. (Valeurs des p-valeurs.)

[n]=n,
]:<reC fo'—rT(Xo')=U, E>]]=[[rec fo'—rT(Xo')=U]]p
ou p=[E] (Zltp(FPrxu))

® [E]= [XIH[[PI]], ooy Xn"’[[Pn]]]

ou E = [xi~py, ..., Xn—>pPn]
® Prop. Si E — u = p est deérivable,

alors [ulp=[p], ou p=[E].



Adequation

e Conjecture. Si [u]p=[p], ou p=[E],
alors E -~ u = p est dérivable.

® Votre avis!



Adequation

e Conjecture. Si [u]p=[p], ou p=[E],
alors E -~ u = p est dérivable.

® Votre avis!
... Si ¢a peut vous aider, regardez:
letrec fint—>int (xint) =J in
letrec Gint—int(Zint) = Gint—int(Tint) in

fint—)int (gint—>int O) .



Adequation

e Conjecture (fausse).
Si [ulp=[pl, ou p=[E],

alors E -~ u = p est derivable.

® Probleme principal:

® | a semantique operationnelle est en
appel par valeurs, la semantique
denotationnelle en appel par nom.



Adequation [piotkin77]

® Plotkin definit une semantique
operationnelle en appel par nhom

® Montre I'adequation aux types de base (int)

® Pas d’adequation aux types fonction
(pourquoi?)

® Et Plotkin va beaucoup plus loin...



Sem. denotationnelle

(en appel par valeur)

[int]" =2 [o—=7]" =[] = [7]] 1=
[z-1p = plar)
[2]p = n
_ 1 si [ulp=_Lou [vJp=_1
wlp = { Tl ) sinen
Hletrec f0—>T(:C0) =u 1in U [ [[U]] (p[fa—w = [[rec fa—w(xJ) — u]”)
[rec foor(ws) =u]p = HPV(F;U_W,%,u)

ol Ff |, u(9)=(Ve[o]" = [u] (plfour = 9,25 = V]))

lutv] p = {[[L"“’HPJF[[U]]P :nglltl]]p#;[[v]]p#L

- _ ) —ulp si[ulp#L
[~u]» = { 1 sinon
[v] psiu]p=0
[ifu=0thenvelsew]p = [w]p si [u]p#L,0
1 si [ulp= 1L




Adequation

® Thm.SSi[ulp=[pl, ou p=[E],
dans la semantique en appel par valeurs,

et si u est d'un type de base,
alors E -~ u = p est dérivable.

® Preuve: complexe, utilise une notion de
relation logique.
Les plus courageux feront I'exercice 23 des
notes de cours (progl sem?2.pdf)



Abstraction complete

® ... échoue pour PCEF tant en appel par nom
qu’en appel par valeur.

® Probleme:le ou parallele (por),

por(1)(1) =1 por(0)(n) = por(n)(0) = 0 pour tout n € Z,

por(m)(n) = L dans tous les autres cas.

et le gouteur de ou parallele

letrec g(f) = f11-1=0A fOQ =0A fQ0=01ing

® Ce probleme a fait couler beaucoup
d’encre depuis 1977... (resolu).



Semantique par
continuations

[z-]° pr
7] pr
[uv]” pr

[letrec f, .. (xs) = u in v] pK

[[u—i—v] PR
[[414 PR

[if u = 0 then v else w] pk

k(p(z7))
K(n)
[u] p(f € lo = 7]" = [v] p(fK))
[v] (p[fomsr = UD(TE . DK
T, () = (e I o
(V € [o]” = [u] (plfosr = @, 265 = V])K))
[u] p(m € Z — [v] p(n € Z — r(m +n)))
[u] p(n € Z — K(—n))
(

[v] pr sin =0

nEZH{ [w] pk sin;éO)

[u] p

® Donc aussi plus faibles preconditions...



